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Clasificacio´n de cuadrados latinos parciales de orden






El nu´mero de cuadrados latinos parciales relacionados con un autotopismo dado es conocido
para orden menor o igual a 4. En el presente art´ıculo se hace uso del lema de Burnside
para determinar el nu´mero de clases de isotopismos e isomorfismos de dichos cuadrados.
Posteriormente se identifica el grupo de autotopismos entre dos cuadrados latinos parciales
con el conjunto de ceros de un ideal cero-dimensional, lo que permite utilizar bases de Gro¨bner
para obtener de forma expl´ıcita tanto las clases isoto´picas como las principales. Finalmente se
obtiene la distribucio´n de dichas clases atendiendo respectivamente al nu´mero de elementos
de sus grupos de autoparatopismos y autotopismos.
1. Introduccio´n.
La estructura c´ıclica de una permutacio´n π del grupo sime´trico Sn es la expresio´n zπ =
nλ
π




1 , donde λπi es el nu´mero de ciclos de longitud i en la descomposicio´n de π como
producto de ciclos disjuntos. Dos permutaciones son conjugadas si y so´lo si tienen la misma
estructura c´ıclica. CSn denota el conjunto de estructuras c´ıclicas de Sn.
Un cuadrado latino parcial de orden n es una matriz n × n con elementos tomados de un
conjunto de n s´ımbolos distintos tales que cada s´ımbolo ocurre a lo ma´s una vez en cada fila y en
cada columna. En el presente art´ıculo, [n] = {1, 2, ..., n} sera´ dicho conjunto de s´ımbolos y PLSn
denotara´ el conjunto de cuadrados latinos parciales no vac´ıos de orden n. Dado P ∈ PLSn, su
taman˜o |P | es el nu´mero de sus celdas no vac´ıas. Si |P | = n2, entonces P es un cuadrado latino.
El conjunto de cuadrados latinos de orden n se denota por LSn.
Sea PLSn,s el conjunto de cuadrados latinos parciales de orden n y taman˜o s. La repre-
sentacio´n ortogonal de P = (prc) ∈ PLSn es el conjunto O(P ) = {(r, c, prc) | r, c, prc ∈ [n]}
definido por las filas r, columnas c y s´ımbolos prc de P . Un cuadrado latino parcial P ∈ PLSn
es completable a un cuadrado latino L ∈ LSn si O(P ) ⊆ O(L). Si L es el u´nico cuadrado latino
en tal condicio´n, entonces P es u´nicamente completable a L. El conjunto de cuadrados latinos
parciales de orden n que son u´nicamente completables se denota por UCn. Todo cuadrado Latino
parcial puede identificarse geome´tricamente con una 3-semirred, i.e., un par (S,L) formado por
un conjunto finito de puntos S y un subconjunto de l´ıneas L ⊆ P(S), tal que existe una particio´n
de L en tres subconjuntos o clases verifica´ndose que todo par de l´ıneas de clases diferentes se
cortan a lo ma´s en un punto y cada punto en L pertenece exactamente a una l´ınea de cada
clase. En concreto, las celdas no vac´ıas de un cuadrado latino parcial determinan los puntos de
una 3-semirred cuyas l´ıneas se clasifican atendiendo a las filas, columnas y s´ımbolos asociados a
dichas celdas.
Dada una permutacio´n π del grupo sime´trico S3, se define el cuadrado latino parcial P
π
tal que O(P π) = {(pπ(1), pπ(2), pπ(3)) | (p1, p2, p3) ∈ O(P )}, el cual se dice ser parastro´fico a
P . Permutaciones de filas, columnas y s´ımbolos tambie´n dan lugar a nuevos cuadrados latinos
parciales. En concreto, dadas tres permutaciones α, β, γ ∈ Sn, la terna Θ = (α, β, γ) es un
isotopismo de cuadrados latinos parciales y PΘ se dice ser isoto´pico a P , donde O(PΘ) =
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{(α(r), β(c), γ(s)) | (r, c, s) ∈ O(P )}. As´ı, |PΘ| = |P |. Si α = β = γ, entonces Θ es un
isomorfismo de cuadrados latinos parciales y se escribe Θ = α en lugar de (α, α, α). Sean In
e In respectivamente los grupos de isotopismos e isomorfismos de PLSn. Por su parte, dados
P,Q ∈ PLSn, sea IP,Q el conjunto de isotopismos de P a Q. P y Q son parato´picos o esta´n
en la misma clase principal si existen Θ = (α, β, γ) ∈ In y π ∈ S3 tales que P
Θπ = Q. La
cuaterna (α, β, γ, π) es un paratopismo de cuadrados latinos parciales y Pn denota el grupo de
paratopismos de PLSn. In puede ser considerado subgrupo normal de Pn una vez que todo
isotopismo (α, β, γ) ∈ In es identificado con el correspondiente paratopismo (α, β, γ, Id) ∈ Pn,
donde Id denota la permutacio´n trivial.
Ser isoto´pico (resp. isomo´rfico o parato´pico) es una relacio´n de equivalencia entre cuadrados
latinos parciales, la cual determina el conjunto cociente ICn (resp. ICn o MCn). Su restriccio´n a
PLSn,s determina el conjunto cociente ICn,s (resp. ICn,s o MCn,s). Dado P ∈ PLSn, sean ICP ,
ICP y MCP respectivamente sus clases isoto´pica, isomo´rfica y principal. Las clases isoto´picas de
cuadrados latinos parciales esta´n en relacio´n biun´ıvoca con las clases isomo´rficas de 3-semirredes.
Por su parte, las clases principales lo esta´n con las clases parato´picas de estas u´ltimas, i.e.,
3-semirredes isomo´rficas salvo reordenacio´n en las clases de l´ıneas. El nu´mero de cuadrados
latinos y de clases isoto´picas, isomo´rficas y principales de LSn es conocido para n ≤ 11 [7, 6].
Sin embargo, dado s < n2, el cardinal de PLSn,s es so´lo conocido [4] para n ≤ 4. Ma´s au´n,
el nu´mero de clases isoto´picas y principales de cuadrados latinos parciales ha sido so´lo acotado
inferiormente por el nu´mero de conjuntos cr´ıticos de orden menor o igual a 6 [1], i.e., el conjunto
de cuadrados latinos parciales P ∈ UCn, tales que no existe Q ∈ UCn siendo O(Q) ⊂ O(P ).
El grupo estabilizador de P por la accio´n de In (resp. In o Pn) es el conjunto IP (resp. IP o
PP ) de sus autotopismos (resp. automorfismos o autoparatopismos). En concreto, el conjunto de
autotopismos de PLSn es denotado por APn . Dado Θ ∈ APn , sean PLSΘ, PLSΘ,s y PLSΘ,ICP
los conjuntos de cuadrados latinos parciales no vac´ıos que tienen a Θ como autotopismo, su sub-
conjunto de cuadrados latinos parciales de taman˜o s y el de aque´llos que son isoto´picos a P . Los
cardinales de PLSΘ,s y PLSΘ,ICP so´lo dependen de la clase conjugada de Θ o, equivalentemente,
de su estructura c´ıclica zΘ = (zα, zβ , zγ). As´ı, estos cardinales son respectivamente denotados
como ∆s(zΘ) y ∆ICP (zΘ). Espec´ıficamente, cuando Θ es el isotopismo trivial (Id, Id, Id), resulta
∆s((1
n, 1n, 1n)) = |PLSn,s|.
En [4] se caracteriza el conjunto CSAPn de posibles estructuras c´ıclicas de autotopismos de
cuadrados latinos parciales de orden n y se prueba que los valores ∆s(z) so´lo dependen de la clase
parastro´fica de z = (z1, z2, z3), i.e., del conjunto [z] = {z
π = (zπ(1), zπ(2), zπ(3) | π ∈ S3}. En
concreto, los valores ∆s(z) son determinados para todas las estructuras c´ıclicas de autotopismos
de cuadrados latinos parciales de orden n ≤ 4. El objetivo del presente art´ıculo es hacer uso de
dichos valores para determinar las clases isoto´picas, isomo´rficas y principales de estos cuadrados,
as´ı como la distribucio´n de dichas clases atendiendo respectivamente al nu´mero de elementos
de sus grupos de autoparatopismos y autotopismos. El art´ıculo esta´ organizado como sigue: En
la Seccio´n 2 se utiliza el lema de Burnside para determinar el nu´mero de clases isoto´picas e
isomo´rficas. En la Seccio´n 3, el conjunto de isotopismos entre dos cuadrados latinos parciales
dados es identificado con el conjunto de ceros de un ideal cero-dimensional, lo que permite utilizar
bases de Gro¨bner para determinar expl´ıcitamente las clases isoto´picas y principales de ICn,s para
todo s ∈ [n]. Finalmente, en la Seccio´n 4 se muestra la distribucio´n de dichas clases atendiendo
respectivamente al nu´mero de elementos de sus grupos de autoparatopismos y autotopismos.
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2. El nu´mero de clases isoto´picas e isomo´rficas.
En la presente seccio´n se estudiara´ el nu´mero de clases isoto´picas e isomo´rficas de los cua-
drados latinos parciales de orden n y taman˜o s:





i∈[n] z1i! · i
z1i ·
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j∈[n] z1j ! · i
z1j ·
∏
k∈[n] z1k! · i
z1k
. (1)
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k∈[n] z3k! · k
z3k
.
De la anterior expresio´n se obtiene (1) de forma inmediata. La segunda fo´rmula se prueba
de forma ana´loga al restringir el estudio a los isomorfismos de cuadrados latinos parciales. ✷
El Teorema 2.1 puede ser aplicado a los datos mostrados en [4] para obtener el nu´mero de
clases isoto´picas de PLSn,s, con n ≤ 4. Veamos, por ejemplo, el caso de PLS3,2: El Cuadro 1
muestra, salvo parastrofismo, los valores de ∆2(z) para las ocho posibles estructuras c´ıclicas de
un autotopismo de cuadrados latinos parciales de orden 3 y taman˜o 2.
z ∆2(z)
(2 · 1, 2 · 1, 2 · 1) 10
(2 · 1, 2 · 1, 13) 6
(2 · 1, 13, 13) 18
(13, 13, 13) 270
Cuadro 1: Valores positivos de ∆2(z) para cada clase parastro´fica de CSAP 3.








6·6·6 = 4. Por tanto, existen cuatro
clases isoto´picas de cuadrados latinos de PLS3,2. En concreto, estas clases esta´n determinadas





























De forma similar al ejemplo anterior, es posible obtener el nu´mero de clases isoto´picas de
todos los cuadrados latinos de orden menor o igual a 4. De igual manera, la fo´rmula (2) pue-
de usarse para obtener el nu´mero de clases isomo´rficas. Los correspondientes valores pueden
observarse en los Cuadros 2 y 3.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 1 1
2 1 4 1 1 7
3 1 4 11 18 23 15 6 1 1 80
4 1 4 11 52 139 507 1161 2136 2429 2004 975 364 72 18 2 2 9877




1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 1 1
2 4 10 4 1 19
3 5 50 221 525 651 415 136 20 5 2028
4 5 88 1120 10172 60092 239510 639098 1148898 1374447 1082435 548440 176313 35473 4728 403 39 5321261
Cuadro 3: Nu´mero de clases isomo´rficas de cuadrados latinos parciales de orden n ≤ 4.
Lema 2.2. Dado s ∈ N, se cumple que |ICn,s| = |ICs,s| y |MCn,s| = |MCs,s|, ∀n ≥ s.
Prueba. Sea s ∈ N y n ≥ s. La primera igualdad resulta del hecho de que todo cuadrado
latino parcial de PLSn,s es isoto´pico a un cuadrado latino parcial cuyas celdas no vac´ıas perte-
necen a las primeras s filas y s columnas y cuyos s´ımbolos pertenecen al conjunto [s]. La segunda
igualdad sigue de forma inmediata por parastrofismo. ✷
Proposicio´n 2.3. Se verifica que |ICn,1| = 1, ∀n ∈ N, |ICn,2| = 4, ∀n ≥ 2, |ICn,3| = 11, ∀n ≥ 3
y |ICn,4| = 52, ∀n ≥ 4.
Prueba. Es consecuencia inmediata de aplicar el Lema 2.2 a los datos del Cuadro 2. ✷
3. El nu´mero de clases principales.
El siguiente resultado identifica isotopismos con conjuntos de soluciones factibles:




j∈[n] xij = 1, ∀i ∈ [n],∑
j∈[n] yij = 1, ∀i ∈ [n],∑
j∈[n] zij = 1, ∀i ∈ [n],∑
i∈[n] xij = 1, ∀j ∈ [n],∑
i∈[n] yij = 1, ∀j ∈ [n],∑
i∈[n] zij = 1, ∀j ∈ [n],
(3)
donde xij , yij , zij ∈ {0, 1}, para todos i, j ∈ [n]. Ma´s au´n, dados P = (prc), Q = (qrc) ∈ PLSn,
si las ecuaciones:{
xik · yjl · (zpijqkl − 1) = 0, ∀i, j, k, l ∈ [n] tales que pij , qkl ∈ [n],
xik · yjl = 0, ∀i, j, k, l ∈ [n] tales que qkl = ∅,
(4)
8 Avances en Matema´tica Discreta (vol.2)
Clasificacio´n de cuadrados latinos parciales de orden menor o igual a 4. Falco´n
son an˜adidas a (3), entonces existe una biyeccio´n entre IP,Q y el conjunto de soluciones factibles
del sistema de ecuaciones resultante.
Prueba. Para probar el primer aserto es suficiente observar que todo isotopismo Θ =















ij = 1 (resp. y
Θ
ij = 1 o z
Θ
ij = 1) si α(i) = j (resp. β(i) = j o γ(i) = j)
y 0 en otro caso. En concreto, puesto que xij , yij , zij ∈ {0, 1}, para todos i, j ∈ [n], entonces los
tres primeros conjuntos de ecuaciones de (3) implican que α, β y γ son aplicaciones, mientras
que los siguientes tres conjuntos de ecuaciones implican que son permutaciones.
El segundo aserto es entonces consecuencia de dicha correspondencia, puesto que, dados
i, j, k, l ∈ [n], la correspondiente ecuacio´n en (4) es equivalente a decir que γ(pij) = qkl ∈ [n] si
y so´lo si α(i) = k y β(j) = l, i.e., (i, j, pij) ∈ O(P ) si y so´lo si (α(i), β(j), γ(pij)) ∈ O(Q). ✷
El Lema 3.1 implica que IP,Q queda determinado por 6n + 3n
2 + |P | · |Q| + n2 · (n2 − |Q|)
ecuaciones polino´micas de grado menor o igual a 3 en 3n2 variables:
Teorema 3.2. Dados P = (prc), Q = (qrc) ∈ PLSn, IP,Q puede ser identificado con el conjunto
de ceros del ideal cero-dimensional I = 〈 1−
∑
j∈[n] xij | i ∈ [n] 〉+〈 1−
∑
j∈[n] yij | i ∈ [n] 〉+〈 1−∑
j∈[n] zij | i ∈ [n] 〉+〈 1−
∑
i∈[n] xij | j ∈ [n] 〉+〈 1−
∑
i∈[n] yij | j ∈ [n] 〉+〈 1−
∑
i∈[n] zij | j ∈
[n] 〉+〈xij ·(1− xij) | i, j ∈ [n] 〉+〈 yij ·(1− yij) | i, j ∈ [n] 〉+〈 zij ·(1− zij) | i, j ∈ [n] 〉+〈xik ·
yjl · (zpijqkl − 1) | i, j, k, l ∈ [n] tales que pij , qkl ∈ [n] 〉+ 〈xik · yjl | i, j, k, l ∈ [n] tales que qkl =
∅ 〉 ⊆ Q[xn,yn, zn] = Q[x11, ..., xnn, y11, ..., znn]. Ma´s au´n, |IP,Q| = dimQ(Q[xn,yn, zn]/I).
Prueba. Por el Lema 3.1, IP,Q puede ser identificado con la variedad af´ın V (I) definida
por el ideal I. Adema´s, la finitud de IP,Q implica que I es cero-dimensional. Ahora, puesto que
I ∩ Q[wij ] = 〈wij · (1− wij) 〉 ⊆ I, para todo w ∈ {x, y, z} e i, j ∈ [n], la Proposicio´n 2.7 de
[2] asegura que I es radical y, por tanto, el Teorema 2.10 de [2] implica que |IP,Q| = |V (I)| =
dimQ(Q[xn,yn, zn]/I). ✷
La variedad af´ın V (I) del Teorema 3.2 y su dimensio´n pueden obtenerse a partir de cualquier
base de Gro¨bner de I. En este sentido, ha sido implementado en Singular [3] un procedimiento
llamado isot, que ha sido incluido en la librer´ıa pls.lib [5]. Esta librer´ıa tambie´n contiene un
procedimiento PLST, donde el ideal definido en el Corolario 4.9 de [4] es utilizado con vistas a
obtener el conjunto de cuadrados latinos parciales de orden n y taman˜o s relacionados con un
autotopismo dado. En concreto, si PLST es aplicado sobre el autotopismmo trivial, el conjunto
PLSn,s puede ser determinado. De esta forma, la combinacio´n de estos dos procedimientos
ha hecho posible la identificacio´n de las clases isoto´picas de los cuadrados latinos parciales de
orden menor o igual a 4 y, como consecuencia inmediata, el correspondiente conjunto de clases




1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 1 1
2 1 2 1 1 5
3 1 2 5 8 9 7 4 1 1 38
4 1 2 5 18 39 121 253 442 495 420 218 96 25 8 2 2 2147
Cuadro 4: Nu´mero de clases principales de cuadrados latinos parciales de orden n ≤ 4.
El siguiente resultado es consecuencia inmediata de aplicar el Lema 2.2 al Cuadro 4:
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Figura 1: Clasificacio´n de las 38 3-semirredes asociadas salvo paratopismo a PLS3.
Proposicio´n 3.3. Se verifica que |MCn,1| = 1, ∀n ∈ N, |MCn,2| = 2, ∀n ≥ 2, |MCn,3| = 5, ∀n ≥
3 y |MCn,4| = 18, ∀n ≥ 4. ✷
Puesto que las clases principales de cuadrados latinos parciales esta´n en correspondencia
biun´ıvoca con las clases parato´picas de 3-semirredes, los datos anteriores permiten obtener tam-
bie´n un censo de estas u´ltimas. La Figura 1 muestra por ejemplo la lista, salvo paratopismo, de
las 3-semirredes asociadas a los cuadrados latinos parciales de orden 3.
4. La distribucio´n de clases principales.
Dado P ∈ PLSn, el orden de su grupo de autotopismos IP so´lo depende de su clase principal:
Lema 4.1. Dados P ∈ PLSn y Q,R ∈ MCP , se cumple que |IQ| = |IR|.
Prueba. Sea T ∈ Pn tal que Q
T = R. Dado Θ ∈ AQ, debe ser T
′ = TΘT−1 ∈ IR, con lo
que |IQ| ≤ |IR|. La desigualdad opuesta se prueba de forma similar. ✷
Sea ICMCP el conjunto de clases isomo´rficas cuyos cuadrados latinos parciales pertenecen a
la clase principal de P ∈ PLSn. Se verifica el siguiente resultado:








Prueba. Puesto que In y Pn son grupos finitos que actu´an sobre PLSn, la primera y la
tercera fo´rmula son consecuencias del teorema estabilizador de o´rbitas y el teorema de Lagrange.
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Por su parte, la segunda fo´rmula se obtiene de forma inmediata a partir del Lema 4.1, el cual
implica que todas las clases isomo´rficas contenidas en la clase principal de P tienen el mismo
nu´mero de elementos. ✷
Una consecuencia del Teorema 4.2 es que |ICMCP | = 6·|IP |/|MCP |, que es una generalizacio´n
para cuadrados latinos parciales del Teorema 2 (iii) de [7]. Todos estos resultados se verifican
debido a la normalidad de In como subgrupo de Pn, la cual es usada en nuestro caso en la prueba
del Lema 4.1. En este sentido, cabe observar que el aserto (i) del u´ltimo teorema mencionado
indica que n!2 · |IL|/|IL| es el nu´mero de clases isomo´rficas en la clase isoto´pica de un cuadrado
latino L ∈ LSn. Sin embargo, In no es un subgrupo normal de In y la anterior fo´rmula resulta de
hecho no ser cierta, puesto que puede encontrarse cuadrados latinos de la misma clase isoto´pica
con un nu´mero diferente de automorfismos. As´ı, por ejemplo, existen cinco clases isomo´rficas de
cuadrados latinos de orden 3, los cuales esta´n todos contenidos en una u´nica clase isoto´pica. Sin
















si bien ambos esta´n asociados a 18 autotopismos, existen seis automorfismos de L1 (todas las
permutaciones de S3) pero so´lo dos automorfismos de L2 ((23) y el automorfismo trivial).
Dada una clase principal de MCn y un cuadrado latino parcial P de dicha clase, el proce-
dimiento isot puede ser usado para obtener el orden de IP y, a partir del Teorema 4.2, el cardinal
de ICP . Ma´s au´n, puesto que las clases isoto´picas que corresponden a cada clase principal son
identificadas, el cardinal de ICMCP es conocido, al igual por tanto, de nuevo por el Teorema
4.2, que los o´rdenes de MCP y PP . En concreto, todos estos valores han sido obtenidos para
cuadrados latinos parciales de orden menor o igual a 4. El Cuadro 5 muestra la distribucio´n
de clases principales atendiendo a los o´rdenes |PP | y |IP | de, respectivamente, los grupos de
autoparatopismos y autotopismos de cualquier cuadrado latino parcial de la correspondiente
clase principal. La distribucio´n de clases isoto´picas (resp. cuadrados latinos parciales) puede ser
obtenida multiplicando el nu´mero de clases principales por 6 · |IP |/|PP | (resp. por 6n!
3/|PP |).
Cabe observar que el orden del grupo de parastrofismo de la u´nica clase principal de LS2 es 24.
Esto no concuerda con el valor 4 dado en [7], el cual debe ser una errata, puesto que, en otro
caso, deber´ıan existir seis clases isoto´picas en LS2, si bien so´lo existe una.
5. Futuras l´ıneas de trabajo.
Los resultados mostrados en el presente art´ıculo se basan en los datos nume´ricos obtenidos
en [4]. Dado que existen cotas inferiores del nu´mero de clases principales de cuadrados latinos
parciales de orden menor o igual a 6, conviene mejorar el algoritmo utilizado en la Seccio´n 3,
con vistas a resolver problemas relacionados con el tiempo de computacio´n y la memoria de al-
macenamiento y abordar as´ı al menos los o´rdenes 5 y 6. Un desglose de los tipos de simetr´ıas de
cada clase principal atendiendo a las estructuras c´ıclicas de los autotopismos asociados facilitar´ıa
por su parte la caracterizacio´n de dichas clases, al mismo tiempo que permitir´ıa encontrar los
para´metros de las estructuras de incidencia asociadas. Finalmente, deber´ıan analizarse las pro-
piedades de las 3-semirredes asociadas a las clases principales obtenidas, con vistas a profundizar
en las relaciones entre ambos tipos de estructuras.
VII EAMD, Carmona (Sevilla), Noviembre 2011 11
Clasificacio´n de cuadrados latinos parciales de orden menor o igual a 4. Falco´n
n s |PP | |IP | ♯ Cl. pr.
1 1 6 1 1
2




3 6 1 1
4 24 4 1
3































8 12 2 1
9 108 18 1
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8 1 1 258










































































































Cuadro 5: Distribucio´n de las clases principales de los cuadrados latinos parciales de orden n ≤ 4.
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